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S6.9 Espaces vectoriels 10
.
12

.24
avec produit scalaire

Idée : généraliser le produit (VPO: Evaluation
L

scalaire usuel (dans")
Séance

Raq
a m esp . recto V - vendredi 17

·janvier 2025
Def 6 .9 . 1 : Soit V un espace rectorie [uha 164]
(de dim gulconge , y compris dim(V) = +o (
on appelle product scalaire sur V , toute fonction

VXV-R

I
autres rotations

I[u ,2) > Lor (0IV) , <UIV], .

qu'il vérifie les cond. suivantes : ⑮
1) Uov = v . U isyrétile)

2) (n+Nou = U . w + vow circritewe
3)(u).- = -(00) = u . lu DER

4) U . U I OR ( positivité)

5) u . U = OR 0 U =0 lanère)



une fonction qui verifie 1) 2) 3)
s'appelle be forme bilinaire syrrtrique
Cela signifie,ge F veV fixé

la function V -> R est linéaire

44 0

fet u +v . U aussi)

EX 6
.
9 .2 :

n

0) V =A u-v =Z UjVj
PSuel

i= 1

1) V = In poli de degré n

et soient to
,
tyj tut

n+1 points distincts to +j
* p(t) , g(t) -> Pr on pose

5, it] ·

<p(q)t Epiti)a(ti) et
i=0 est

& ex
: Vérifiez 1) ->5) pour ce a &

un
facultatif

↑



1 to =-1 +0 +z= 1

#*2 ->R

(p , 9) +> (p(q) = p(1971]
+ p(o) g(0) + p(1)qm)

2) V = Maxp(R) on pose

<AIB) = Tr(AB) = (AB)ii
i = 1

est un PS .

3) V = C([a ,b]) a b ER

* fonct Continues sur (a ,b)

Ffig -[([a ,b) on pose

b

< f(g) = SfIAgit &E EM

# aim() = + >
<+(f) =Stat

20

difinit in PS sur V .



3) V = C([0,21]) & très utilise
en tréorie du

Signal .

Remarge 6 .9
.
3 : Si V est mani d'an P.S.

alors on peut définir lesvotions de

- longueur/norme don veV : Holl = ret
- Cauchy-Schwarz : -

I now I I lull Ill Vu ,
ver

- Frégalité du A :

Iluxell Ella11 + 1211 UneV

- ortlogonalité : Une 0 nov = o

- angles entre Ur /grace a C-S)

(QEaracos (I
-
le Thm ,

de projection orthogionale :

Si WCV et dim (W) est fine

alors il existe we T . L

proje : V =>V telle que



t
9 Ine(projw) = W

Ker(projw) = WE=SveV/W
et il existe we décomp . Unige VueV

~ = proju(v) + z
~
-

zW ewd
(et dim (W) + dim (Wt) = dimV
- le procédé de Gram-schmidt s'applique
si W est de dim finle : alors W possède

we base

orthogonale
ad 7 wir-WpEW avec WitWg

(ad wiwj =0)
- les formules

1) projw]=wwh
si Sunn up] est une bate orthog deW



2) l'alg . de Gram-Schidt Fin Rem 6 .9
.

3
restent valables

Exemplee 6 .9 . 4 : V = (([0,INTS)
entiers

# Scoscht) , sin (me) loc ,m = no 3
&

un+o dixé
.

famille orthogonale
dans (([0,25])

&

c'est une base orthogonale /mais par orthon réal

de W =VestIf) pour le produit scalaire
2

f V défini par <tig) = (fAgH) t
A 2Thsi 7 2

< Cos(E) , cosst) = Scos(E) Cos(t)d =0

si o
, Mz (m = to) 2

<sin (mit) ,
sin (mz)] = J Sin ( ,t) sin (m2dt = 0

et Akto on a 2

< s (ht)
, coskt] = S coshidt = It

<sin(kt) , sin (hE] =J SM2chEd = I



puis En ,mso ITT

<Cos(nt)
,
sinimts) = Scos int) sin (mtidt = 0

8

et pour n=o cosut) = 1 te [0,2]
2

et donc <1
,
13 = S 1dt =2

Utilité : Coeff de Forrier d'une fonction

Soit + (([0 ,2]) et W =Vact (F)

avec o base orthogonale pour < ., 7) cirdessus

↑ fixé
Alors la formale 1) play haut s'applique :

projut)= @ + a
,
cost +acos(2)t-cost

↑ b
,
sin(t) +by su (2t]+..-- brosin (not]

où t=
4(t)dt (NB : 1 = coS(OtS]

2 2

AR T
<f ,
coskt] bu =

<f , sinchts)

Los (kt) ,sosLht)] (sinikE] , SinChts]
-
-

= T



att

ad an = S fAcos(hHdt 2T

T ao = St
by= fi

sin htldt

#

Les do ,an ,
bu s'appellent

les coefficients de Fourier de f

et permettent d'approximery
avec we fonction de N

plus de détails : Analyse n avec n> 2.

fin 6-9
.4

Même si VER" on peut avoir d'autres produits
->calaires que le p.S .

usual :

Déf .
6 .
9 . 5 Soit AEMxn(IR) .

On pose

* u
,
ver" u = u . /Av)

↑
bon vieux p . S . usuel .

& i Si A= In on retronce ↓ P .S . usual (banalement)



Rappel : Vu ,vEIR" on a

coy = xy Ey+x = yox
A ↑

PS usuel produitmatrice
1xn nX 1

(
* vient der fait ge a = at M=R (
et /ABIT= BTAT

Rem . 6 .
9 .
6 pour u ,

vett" on a

Vou . /Av) =ur) Artu =
I

rappel

=~Au v . (ATu) &t vepr

on en conclut que uqu = vou (fu ,ver)
si et serlement si A= AT

Lad A est syretrige
Donc

, pour A syrétrige la fonction

RXI" -IR ~rifie 1) 2) 3)

[u ,v) 1 Ae de la définition

d'un produit
Dif . 6 .9 . 1 scalwire



on doit encore voir si Uqu =Au 30 ?

remarque :

A= (0) n = (1)

vTAu = (u , nz)(09 ,>(2) =( , 42) Fu
=> u -u2 < /si u , ou u 0)

on doit donc chercher des A sym) ta
uTAnzo Fuer

Def 6 . 5 .7 : Pour AfMzn(I) sym . /AFAT]
on dit gue A est difinle positive si

un = uTAu zo Vue

Pour mleux comprendre la condition d-dessus
et sawir quand elle est verifier
on étudie plus en profondes les



Chap7 : Matrices symetiques
et formes quadratiques (relles

37 .1 Diagonalisation des matrices syr.

Déf .
7. 1 . 1 (Important) Soit AEMuxn(IR) carrie

(a prior gulongue)
On dit que A est orthogonalement diagonalisable
s'il existe

- une matrice orthogonale Pt Maxn(R)
(donc PT = PT)

- une matrice diagonale DE Mun(IR)

telles que A= PDPT/ad A = PDPT

et D = p
+AP)

Ains A est orthogonalement diagonalisable

Ep A est diagonalisable
⑳ IR" possède une base orthnormée
de vecteurs papres de A



Rem Si A est orthog . diagonalisable ,
alors-i

A est forcement syrétuige !

En effect
,
7P Orthogonale et D diagonale +9

A = PDpT =

AT = (PDATJTPTTDTpT= PDPT = A
↑

D =DT car D diagonale .

Ce qui estwainent surprenant (voire miraculeux)
c'est que la réalproque est vale (SUrIR) :

Rem Une matrice diagonalisable A-- n

posside toujours we base deR
fornie de vest. propres de A

et on peut toujours orthorormer une base deI

(via Gram-Schmidt par exemple)
mais en génerd en orthogonalisant
on n'obtient plus we base de recteurs propres de A

Voici le miracle qui se passe sur R;



Theorine 7 .
1 .2 /Diagonalisation matrices symétriques

Soit At Mun() . [Important)

1) Si A = AT et V,52t sont des rect. propres

de A associés à des val . propres 11 . 72
ar X

1 #12 (val . propres distinctes)
alors

, 1 N2
Idona les espaces propres Ef

,

et Exz sont

Orthogomaux)
2) A est orthogonalement diagonalisable D A= AT

3) Si A=AT , alors

i) Toutes les val , propres de A sont réelles

En particulierA possède n valeurs propres
comptées avec leur multiplicité
Le sont les racines de Calt))

ii) AtSpcCA) <R (d I val propre den)
ona dim (Ex) = mult(t)

iii) En c En si M



4) Si A=AT on a la décomposition spectrale deA

A = 1
,
4

,u+ 144 +... + Amunu

our <Upgun) est une base outhonorme Cordonna

de IR" et u; est un vecteur propre
de A

associé à la valeur propre Xie Spc(A) .

(Fin 13. 1)


